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摘要 辐射输运方程的数值模拟在天体物理、武器物理和惯性约束与磁约束聚变等研究中都起着非常

重要的作用. 在实际问题中, 背景介质的不透明度系数决定了辐射光子在其中的传输行为.光性薄 (不

透明度系数小) 的介质对辐射光子是透明的, 光子与背景介质的相互作用弱, 光子传输具有输运传播

性质; 而光性厚 (不透明度系数大) 的介质对辐射光子是不透明的, 光子与背景介质的相互作用强, 光

子传输具有扩散性质. 因此在辐射输运方程的计算中, 如何设计既能得到光子输运传播性质又能捕捉

光子扩散传播性质的渐近保持离散格式是目前一个非常活跃和前沿的研究方向.本文简要介绍近几年

在辐射输运方程的渐近保持统一气体动理学格式 (unified gas kinetic scheme, UGKS)研究方面的进展.

本文主要以灰体辐射输运方程为例, 详细介绍 UGKS 的构造方法并给出其渐近分析. 同时, 结合角度

有限元方法和球谐函数展开的方法, 介绍如何减弱/去除基于离散纵标法的 UGKS 具有射线效应的问

题, 以及相应的改进渐近保持格式. 此外, 也介绍了将渐近保持的 UGKS 应用拓展到考虑流体运动的

完全辐射流体力学方程组. 最后, 用一些数值例子验证了格式的渐近保持性和保正性等性质.

关键词 辐射输运方程 渐近保持 保正 统一气体动理学格式 辐射流体力学方程组

MSC (2020) 主题分类 65M08, 65Q10, 65Z99

1 引言

本文是对辐射输运方程渐近保持统一气体动理学格式 (unified gas kinetic scheme, UGKS) 近年来

研究进展的综述. 辐射输运方程 (组)描述光子在背景介质中的传输及其与介质的相互作用过程,它在
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武器物理、天体物理和惯性约束聚变等领域中有着非常广泛且重要的应用. 由于方程本身的复杂性,

对其进行理论上的解析求解在数学上几乎是不可能的. 随着辐射输运方程在科学技术和工程领域越来

越广泛的应用, 对其数值方法的研究已成为一个很活跃的前沿研究领域 (参见文献 [1–12]).

对辐射输运方程, 数值模拟的难点在于其具有高维度 (一般情形的方程包含时间变量 (1 个)、空

间变量 (3个)、角度变量 (2个)和频率变量 (1个)共 7个自变量)以及由于辐射光子在不同介质区的

传输行为不同所引起的多尺度等特性. 在辐射光子的传输过程中, 背景介质的特性会极大地影响辐射

传输行为. 例如, 对于不透明度系数小 (光性薄) 的介质, 光子具有输运性质; 对于不透明度系数大 (光

性厚) 的介质, 光子具有扩散的性质. 因此, 数值方法应考虑到这种多尺度特点, 并以可接受的计算成

本得到不同尺度下的解.

在辐射输运方程的计算中, 为了减少计算量, 并且在光性厚介质区得到光子的扩散传播性质, 一

个自然的想法是采用辐射输运和辐射扩散耦合建模的方法,也即在光性薄介质区采用辐射输运建模计

算,在光性厚介质区采用辐射扩散建模计算,通过流连续的边界条件将两部分耦合起来,这也称为多物

理区域分解方法 [4, 13,14]. 该耦合方法虽然能够在各介质区内部得到合理的光子传输性质, 但最大的问

题是很难设置不同物理模型之间精确的耦合边界条件, 同时耦合边界的位置也不容易准确地确定. 对

实际问题来说, 耦合建模方法难以用于实际问题的辐射输运数值模拟.

与辐射扩散建模相比较, 辐射输运建模是对辐射传输过程更为细致的描述. 为了克服辐射输运与

扩散模型耦合计算的困难,研究者们开始尝试在光性厚的介质区中同样采用辐射输运建模进行数值模

拟. 在实际计算中, 为了能够分辨相应的物理尺度, 获得合理的计算结果, 一般的计算格式往往要求计

算所用的空间网格步长与介质的平均自由程 (不透明度系数的倒数) 相当. 因此, 对光性厚介质区来

说, 所要求的空间计算网格步长非常小, 从而大大增加了计算量. 在目前的计算条件下, 这样的计算量

对惯性约束聚变等问题来说是不可承受的.

最近几十年来,为减少光性厚介质区中辐射输运方程的计算量而提出来的渐近保持格式正成为一

个重点的研究方向. 在数学上概括地说, 如果一个辐射输运方程离散格式的空间计算网格步长不依赖

于介质的平均自由程, 且能够在光性厚介质区保持辐射光子的扩散传输性质, 则称具有这样性质的数

值计算格式为渐近保持的 (asymptotic preserving) [8, 9, 15–19].

输运方程渐近保持格式的思想可追溯到 Larsen 和 Morel [8] 及 Larsen 等 [9] 关于定态中子输运方

程数值方法的工作, 以及 Jin 和 Levermore [15, 16] 的早期文章. 随后, 辐射输运方程的渐近格式研究得

到了大的发展, 产生了一大批工作. 例如, 对非定常问题, 基于将分布函数分解为平衡部分和非平衡偏

离, Klar、Jin、Pareschi 和 Toscani 构造了一类渐近保持格式, 细节参见文献 [17, 18]. 文献 [20] 研究

了用隐式 Monte Carlo (implicit Monte Carlo, IMC) 方法求解灰体辐射输运方程渐近保持格式. 但随

着样本量的增加, 计算量也成倍地增加, 特别是对光性厚的介质区, 由于光子自由程短, 在一个时间步

中, 需要对光子的移动过程进行多次追踪. 文献 [2, 21] 采用空间不连续有限元结合角度离散纵标方法

研究了灰体辐射输运和多群辐射输运方程的渐近保持格式. 但在该方法中, 一方面需要存储有限元结

点的数值, 大大增加了存储量; 另一方面, 有限元离散后形成的代数方程的求解也比较费时. 此外, 文

献 [22] 还指出, 为了保证该方法的渐近保持特性, 物质温度方程的求解也要满足一定的要求, 最好也

要用不连续有限元方法离散. 因此, 该方法和物质温度只定义在网格中心的流体力学程序耦合时, 如

果物质温度处理得不当, 会导致非物理的结果.

Xu 和 Huang [23] 提出了渐近保持的 UGKS 来求解稀薄气体中的 BGK (Bhatnagar-Gross-Krook)

方程 (参见文献 [24–26]). 该格式是多尺度的, 可以从稀薄气体到连续气体进行多尺度的计算, 并且在

过渡区也取得了很好的效果.后来,文献 [27]把文献 [23]中的 UGKS方法推广应用到线性辐射输运方
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程的计算, 并分析了 UGKS 的渐近保持性质. 在此线性输运方程中, 没有考虑辐射与背景物质的相互

作用, 因而在方程形式上与介观 BGK 方程非常相似. 最近, 文献 [11] 利用文献 [23, 27] 中的方法, 首

先对考虑辐射与物质相互作用的灰体辐射输运方程设计了渐近保持的 UGKS.

在灰体辐射输运方程中, 辐射不透明度系数只依赖于物质温度, 因此空间区域很容易划分为光性

薄和光性厚的区域.而对多群辐射输运方程来说,辐射不透明度系数还依赖于光子的频率,并随光子频

率的增大而减小. 因此在每一个计算网格内部, 低频光子群的辐射输运方程是光性厚的, 而高频光子

群的辐射输运方程是光性薄的. 与灰体辐射输运方程比较起来, 多群辐射输运方程的计算难度更大一

些. 在文献 [11] 研究的基础上, 文献 [12] 利用 UGKS 的能量构造方法, 进一步构造了多群辐射输运方

程渐近保持的计算格式.

在惯性约束聚变等实际问题的数值计算中, 通常需要考虑一般几何区域和特殊物理构型下辐射

输运方程的模拟. 为此, 本文作者对灰体辐射输运方程和多群辐射输运方程设计了非结构网格上渐

近保持的 UGKS [28] 和柱坐标系下渐近保持的 UGKS [29]. 为了提高实际问题计算效率, 通过设计

隐式依赖于未知解的边界数值通量, 文献 [30, 31] 构造了隐式渐近保持的 UGKS [30, 31], 去除了 CFL

(Courant-Friedrichs-Lewy) 条件对光子自由程的依赖性.

需要指出的是, 上面提到的 UGKS 都是基于离散纵标法 (SN ) 对角度离散而建立的. 离散纵标法

由于其实现简单、计算效率高等特点, 因而是求解辐射输运方程最常用的角度变量离散方法之一. 但

由于其角度变量离散不具有旋转不变性, 因而对存在孤立点源、强吸收和弱散射介质, 解会出现非物

理振荡, 也称为射线效应. 结合角度有限元/FPN (filtered PN ) 方法 [32–34] 和 UGKS 方法的优点, 对辐

射输运方程与物质温度方程耦合的情形, 文献 [35] 建立了能有效抑制射线效应且具有渐近保持性质

的格式, 同时解决 FPN 求解时辐射能量密度和物质温度仍可能出现负值的问题, 得到了保正的 FPN

(positive preserving filter PN , PPFPN ) 格式.

此外, 辐射流体力学方程组由可压缩流体力学方程和辐射传输方程强耦合构成. 首先, 流体运动

影响着辐射光子在背景流体中的传输, 其具体表现为辐射传输方程中的碰撞项变得极为复杂, 通常需

要利用考虑相对论效应的 Lorentz 变换才能精确得到. 其次, 辐射效应对背景流体的运动过程也有非

常重要的影响, 特别当辐射动量沉积项对流体运动速度的影响不可忽略时, 需要考虑辐射压力张量对

流体运动方程的影响. 辐射输运的 UGKS方法中未知量辐射强度量与物质温度量定义的位置一致, 都

是定义在网格中心,克服了文献 [22]中所指出的高阶格式中由于未知量定义位置不一致而导致与流体

力学计算耦合后使得整个辐射流体力学方程渐近性质缺失的问题. 因此, 辐射输运的 UGKS方法与通

常的流体力学程序耦合后, 能够保持整个辐射流体力学方程的渐近性质.

在本综述中, 第 2 节详细介绍如何将 UGKS 拓展到灰体辐射输运方程组并给出格式的渐近分析;

第 3节结合角度有限元和球谐函数展开方法,介绍如何减弱基于离散纵标法的 UGKS的射线效应;第 4

节研究考虑流体运动的辐射流体力学方程组, 并介绍如何结合辐射输运 UGKS, 将其拓展到辐射流体

力学方程组中; 第 5 节结合典型的数值算例来展示 UGKS 及其拓展格式在辐射输运方程 (组) 计算方

面的性能和效率; 第 6 节给出总结和展望.

2 灰体辐射输运方程

灰体辐射输运方程的无量纲化形式可以表示为

ϵ2

c

∂I

∂t
+ ϵΩ · ∇I = σ

(
1

4π
acT 4 − I

)
, (2.1a)
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ϵ2Cν
∂T

∂t
= σ

(∫
S2

IdΩ− acT 4

)
, (2.1b)

其中 I(r,Ω, t)为辐射强度, T (r, t)为物质温度, σ(r, T )为背景介质的不透明度系数 (通常依赖于物质

温度 T ), a 为输运常数, c 为光速, ϵ > 0 为 Knudsen 数, Cν(r, t) 为比热. r ∈ R3 和 t 分别为空间和时

间变量, Ω ∈ S2 (单位球面) 为辐射光子的角度传播变量.

方程 (2.1) 是辐射强度在局部热力学平衡下的松弛模型, 其中背景介质是以局部温度下的 Planck

函数 1
4πacT

4 来发射光子源.

当参数 ϵ→ 0 时, Larsen 和 Morel [8] 证明了在远离边界处和初始层, 辐射强度 I 会收敛到关于局

部温度的 Planck 函数, 即

I(0) =
1

4π
ac(T (0))4,

且相应的局部温度 T (0) 满足下面的非线性扩散方程:

∂

∂t
(CνT

(0)) + a
∂

∂t
(T (0))4 = ∇ · ac

3σ
∇(T (0))4. (2.2)

求解灰体辐射输运方程 (2.1) 的渐近保持数值格式即为这样的格式: 当 ϵ → 0 时, 输运方程的数

值离散格式会收敛到相应扩散极限方程 (2.2) 的数值离散格式.

在辐射输运渐近保持 UGKS 的构造中, 对角度变量 Ω 采用离散纵标方法来离散. 为叙述简单起

见, 对方程 (2.1), 考虑平面二维笛卡尔坐标系下的情形. 此时, 光子传播方向可以写为 Ω = (µ, ξ), 其

中 µ =
√
1− ζ2 cos θ, ξ =

√
1− ζ2 sin θ, ζ ∈ [−1, 1] 为光子传播方向与 Z 轴夹角的余弦值. θ 为光子传

播方向在 XY - 平面上的投影方向与 X 轴的夹角.

为方便起见, 在下面的部分记 ϕ = acT 4.

2.1 角度变量的离散

在离散纵标方法中, 将光子的传播方向 Ω = (µ, ξ) 离散为有限个方向. 如文献 [36] 所示, 对给定

的正偶数 N , 则得到总离散方向数 M = N(N + 2)/2. 记 Ωm = (µm, ξm) 和 ωm (m = 1, . . . ,M) 分别

为相应的离散方向和积分权重系数, 则对方程 (2.1) 角度离散后可得到

ϵ2

c

∂Im
∂t

+ ϵΩm · ∇Im = σ

(
1

4π
acT 4 − Im

)
, (2.3a)

ϵ2Cν
∂T

∂t
= σ

( M∑
m=1

Imωm − acT 4

)
. (2.3b)

2.2 空间和时间变量的离散

首先对方程 (2.3b) 进行如下的变换: 令物质内能为 U , 且满足 ∂U
∂t = Cv(T )

∂T
∂t . 再结合 ϕ = acT 4

可得

β(x, t) ≡ ∂ϕ

∂U
=
dϕ

dT

dT

dU
=

4acT 3

Cv(T )
,

则 (2.3b) 可改写为

ϵ2
∂ϕ

∂t
= βσ

( M∑
m=1

Imωm − ϕ

)
. (2.4)
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设 xi = i∆x、yj = j∆y 和 tn = n∆t (i, j, n ∈ Z)为笛卡尔坐标系下的一致剖分网格,其中 ∆x、∆y

和 ∆t 分别为 x-、y- 和 t- 方向上的网格步长. 进一步, 令 (i, j) 表示空间网格 {(x, y);xi−1/2 < x

< xi+1/2, yj−1/2 < y < yj+1/2}, 其中 xi−1/2 = (i− 1
2 )∆x和 yj−1/2 = (j − 1

2 )∆y 表示网格边界. 为了给

出方程 (2.3) 和 (2.4) 的空间和时间离散格式, 记 Ini,j,m 为时刻 tn 辐射强度 Im 在空间网格 (i, j) 上的

积分平均值, 并记网格 (i, j) 相应的网格中心坐标为 (xi, yj), 则对方程 (2.3) 和 (2.4) 在空间网格 (i, j)

上对时间变量从 tn 到 tn +∆t 积分, 可得到如下的有限体积守恒离散格式:

In+1
i,j,m = Ini,j,m +

∆t

∆x
(Fi−1/2,j,m − Fi+1/2,j,m) +

∆t

∆y
(Hi,j−1/2,m −Hi,j+1/2,m)

+ c∆t

{
σ

ϵ2

(
1

2π
ϕ̃i,j − Ĩi,j,m

)}
, (2.5a)

ϕn+1
i,j = ϕni,j +

(βσ)n+1
i,j ∆t

ϵ2

( M∑
m=1

Ĩi,j,mωm − ϕ̃i,j

)
, (2.5b)

其中 Fi±1/2,j,m 和 Hi,j±1/2,m 分别为 x- 和 y- 方向网格边界上依赖于时间的数值通量. 方程 (2.5a) 中

右端各项分别为

Fi±1/2,j,m =
c

ϵ∆t

∫ tn+1

tn
µmIm(t, xi± 1

2
, yj , µm, ξm)dt, (2.6a)

Hi,j±1/2,m =
c

ϵ∆t

∫ tn+1

tn
ξmIm(t, xi, yj± 1

2
, µm, ξm)dt, (2.6b)

ϕ̃i,j =
1

∆t∆x∆y

∫ tn+1

tn

∫ xi+1/2

xi−1/2

∫ yj+1/2

yj−1/2

ϕ(t, x, y)dxdydt, (2.6c)

Ĩi,j,m =
1

∆x∆y∆t

∫ tn+1

tn

∫ xi+1/2

xi−1/2

∫ yj+1/2

yj−1/2

Im(t, x, y, µm, ξm)dxdydt. (2.6d)

为了求解方程 (2.5), 需要给出 (2.6) 中各项的具体形式. 首先, 为了降低方程求解的刚性, (2.5)、

(2.6c) 和 (2.6d) 中的 ϕ̃i,j 和 Ĩi,j,m 两项可以用隐式给出, 即

ϕ̃i,j = ϕn+1
i,j , Ĩi,j,m ≈ In+1

i,j,m.

此外, (2.6) 中数值通量 Fi±1/2,j,m 和 Hi,j±1/2,m 的具体表达式将在下一小节中给出.

2.3 边界数值通量的构造

数值通量 Fi±1/2,j,m 和 Hi,j±1/2,m 的具体构造方法是 UGKS 方法的核心. 下面以左边界 x =

xi−1/2, y = yj 上的流通量 Fi−1/2,j,m 为例, 说明如何构造流通量 Fi−1/2,j,m. 根据 (2.6a) 可知, 需要给

出对应网格边界上的辐射强度 Im(t, xi− 1
2
, yj , µm, ξm) 的值. 为此, 在网格边界附近求解如下的方程:

ϵ

c
∂tIm + µm∂xIm =

σ

ϵ

(
1

2π
ϕ− Im

)
,

Im(x, yj , t) |t=tn = Im,0(x, yj , t
n).

(2.7)

容易看出, 方程 (2.7) 的时间演化解为

Im(t, xi−1/2, yj , µm, ξm) = e−νi−1/2,j(t−tn)Im,0

(
xi−1/2 −

cµm

ϵ
(t− tn)

)
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+

∫ t

tn
e−νi−1/2,j(t−s) cσi−1/2,j

2πϵ2
ϕ

(
s, xi−1/2 −

cµm

ϵ
(t− s)

)
ds, (2.8)

其中记 ν = cσ/ϵ2, 则 νi−1/2,j 表示 ν 在相应左网格边界上的值. 这里需要指出的是, σ 通常是温度 T

的非线性函数. 因此, 参数 ν 非线性地依赖于物质温度 T .

如果将 (2.8) 中 Im(t, xi−1/2, yj , µm, ξm) 的表达式代入到 (2.6a) 中, 并关于时间变量 t 从 tn 到

tn+1 积分后可得到 x- 方向左边界上的数值通量 Fi−1/2,j,m. 其他的边界数值通量, 如 x- 方向右边界

上的 Fi+1/2,j,m 和 y- 方向上的 Hi,j±1/2,m, 可同样构造.

为了完全给出 (2.8)中解的表达式,还需要给出式中的两个未知量. 第一个是网格边界 (xi−1/2, yj)

附近的辐射强度 Im(t, x, yj)在 tn时刻的值,即式中的初始值 Im,0(x, yj , t
n);第二个是网格边界 (xi−1/2,

yj) 附近函数 ϕ(t, x, y) 在时间 tn 到 tn+1 上的值.

对于 (2.7) 中的初始值 Im,0(x, yj , t
n), 用下面的分片线性多项式来重构:

Im,0(x, yj , t
n) =

Ini−1,j,m + δxI
n
i−1,j,m(x− xi−1), x < xi−1/2,

Ini,j,m + δxI
n
i,j,m(x− xi), x > xi−1/2,

(2.9)

其中 δxI
n
i−1,j,m 和 δxI

n
i+1,j,m 为空间导数 (可用差商近似), 并使用二阶的 MUSCL (monotone upwind

scheme for conservation laws) 限制子 [37] 以抑止可能的数值振荡.

对函数 ϕ(x, yj , t), 在时间区间 (tn, tn+1) 内, 用分片连续多项式在网格边界 (xi−1/2, yj) 附近进行

重构:

ϕ(x, yj , t) = ϕn+1
i−1/2,j + δtϕ

n+1
i−1/2,j(t− tn+1) +

δxϕ
n+1,L
i−1/2,j(x− xi−1/2), x < xi−1/2,

δxϕ
n+1,R
i−1/2,j(x− xi−1/2), x > xi−1/2,

(2.10)

其中 ϕn+1
i−1/2,j = (ϕn+1

i−1,j + ϕn+1
i,j )/2 为网格边界上的值, 相应的左和右单边导数的定义为

δxϕ
n+1,L
i−1/2,j =

ϕn+1
i−1/2,j − ϕn+1

i−1,j

∆x/2
, δxϕ

n+1,R
i−1/2,j =

ϕn+1
i,j − ϕn+1

i−1/2,j

∆x/2
;

对时间导数 δtϕ
n+1
i−1/2,j , 使用向前差分:

δtϕ
n+1
i−1/2,j =

ϕn+1
i−1/2,j − ϕni−1/2,j

∆t
.

所以, 利用上面的重构方法, 数值通量

Fi−1/2,j,m =
cµm

ϵ∆t

∫ tn+1

tn
Im(t, xi−1/2, yj , µm, ξm)dt

的表达式可以由 (2.8)–(2.10) 给出, 通过计算可得

Fi−1/2,j,m = Ai−1/2,jµm(I−i−1/2,j,m1µm>0 + I+i−1/2,j,m1µm<0) + Ci−1/2,jµmϕ
n+1
i−1/2,j

+Di−1/2,j(µ
2
mδxϕ

n+1,L
i−1/2,j1µm>0 + µ2

mδxϕ
n+1,R
i−1/2,j1µm<0)

+Bi−1/2,j(µ
2
mδxI

n
i−1,j,m1µm>0 + µ2

mδxI
n
i,j,m1µm<0)

+ Ei−1/2,jµmδtϕ
n+1
i−1/2,j , (2.11)
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其中 I−i−1/2,j,m 和 I+i−1/2,j,m 表示网格边界上的值, 具体形式为

I−i−1/2,j,m = Ii−1,j,m +
∆x

2
δxI

n
i−1,j,m, I+i−1/2,j,m = Ii,j,m − ∆x

2
δxI

n
i,j,m,

并且方程 (2.11) 中的系数分别由下面的函数给出:

A(∆t, ϵ, σ, ν) =
c

ϵ∆tν
(1− e−ν∆t),

C(∆t, ϵ, σ, ν) =
c2σ

2π∆tϵ3ν

(
∆t− 1

ν
(1− e−ν∆t)

)
,

D(∆t, ϵ, σ, ν) = − c3σ

2π∆tϵ4ν2

(
∆t(1 + e−ν∆t)− 2

ν
(1− e−ν∆t)

)
,

B(∆t, ϵ, σ, ν) = − c2

ϵ2ν2∆t
(1− e−ν∆t − ν∆te−ν∆t),

E(∆t, ϵ, σ, ν) =
c2σ

2πϵ3ν3∆t

(
1− e−ν∆t − ν∆te−ν∆t − 1

2
(ν∆t)2

)
,

(2.12)

其中 ν = cσ/ϵ2. 需要指出的是, 为了得到输运方程和扩散极限方程相容的边界数值通量,在 (2.11)中,

σ 在边界上的取值为 σn+1
i−1/2,j =

2σn+1
i,j σn+1

i−1,j

σn+1
i,j +σn+1

i−1,j

.

从 (2.11) 中可以看出, 为了对辐射输运方程进行求解, 需要首先确定其中的宏观量 ϕn+1
i,j 的值.

在 UGKS 方法中, 它通过求解一个宏观辅助方程得到. 接下来的小节将给出宏观量 ϕn+1
i,j 的具体构造

过程.

2.4 宏观辅助方程的求解

本小节给出 (2.10) 中 ϕ(x, yj , t) 的计算方法. 定义 ρ =
∫
IdΩ⃗. 注意到 ϕ = acT 4, 对方程 (2.1a) 关

于角度积分后可得如下的宏观辅助方程:
ϵ2

c

∂ρ

∂t
+ ϵ∇ · ⟨Ω⃗I⟩ = σ(ϕ− ρ),

ϵ2Cv
∂T

∂t
≡ ϵ2

∂U

∂t
= σ(ρ− ϕ),

(2.13)

其中角度积分 ⟨Ω⃗I⟩ 的定义为

⟨Ω⃗I⟩ :=
∫

Ω⃗IdΩ⃗.

为得到 (2.13) 中关于宏观量 ρ 和 ϕ 封闭的方程组, 采用与前面第 2.2 小节中同样的处理办法.

利用

β(x, t) =
∂ϕ

∂U
=
dϕ

dT

dT

dU
=

4acT 3

Cv(T )
, (2.14)

(2.13) 可以改写为 
ϵ2

c

∂ρ

∂t
+ ϵ∇ · ⟨Ω⃗I⟩ = σ(ϕ− ρ),

ϵ2
∂ϕ

∂t
= βσ(ρ− ϕ).

(2.15)
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注意到 i、j 和 n 表示用一致步长 ∆x、∆y 和 ∆t 来离散的空间和时间方向上的计算网格. 因此,

对 (2.15) 用有限体积格式进行离散后可以得到

ρn+1
i,j = ρni,j +

∆t

∆x
(Φn+1

i−1/2,j − Φn+1
i+1/2,j)

+
∆t

∆y
(Ψn+1

i,j−1/2 −Ψn+1
i,j+1/2) +

σn+1
i,j c∆t

ϵ2
(ϕn+1

i,j − ρn+1
i,j ),

ϕn+1
i,j = ϕni,j +

(βσ)n+1
i,j ∆t

ϵ2
(ρn+1

i,j − ϕn+1
i,j ),

(2.16)

其中网格边界上的宏观流通量为

Φn+1
i−1/2,j =

c

ϵ∆t

∫ tn+∆t

tn
⟨ΩxI⟩(xi−1/2, yj , t)dt,

Φn+1
i+1/2,j =

c

ϵ∆t

∫ tn+∆t

tn
⟨ΩxI⟩(xi+1/2, yj , t)dt,

Ψn+1
i,j−1/2 =

c

ϵ∆t

∫ tn+∆t

tn
⟨ΩyI⟩(xi, yj−1/2, t)dt,

Ψn+1
i,j+1/2 =

c

ϵ∆t

∫ tn+∆t

tn
⟨ΩyI⟩(xi, yj+1/2, t)dt.

(2.17)

对 (2.17) 中的宏观边界通量, 如 x- 方向上的左边界流, 利用 (2.8) 和 (2.11) 可得

Φn+1
i−1/2,j =

c

ϵ∆t

∫ tn+∆t

tn
⟨ΩxI⟩(xi−1/2, yj , t)dt =

M∑
m=1

ωmFi−1/2,j,m

= An+1
i−1/2,j

M∑
m=1

ωmµm(Ini−1,j,m1µm>0 + Ini,j,m1µm<0) +
2πDn+1

i−1/2,j

3

(
ϕn+1
i,j − ϕn+1

i−1,j

∆x

)

+Bn+1
i−1/2,j

M∑
m=1

ωmµ
2
m(δxI

n
i−1,j,m1µm>0 + δxI

n
i,j,m1µm<0), (2.18)

其中系数 An+1
i−1/2,j、B

n+1
i−1/2,j 和 Dn+1

i−1/2,j 同 (2.11) 中的系数 Ai−1/2,j、Bi−1/2,j 和 Di−1/2,j . 用同样方

法可得到其他的边界通量 Φn+1
i+1/2,j、Ψ

n+1
i,j−1/2 和 Ψn+1

i,j+1/2.

一旦有了这些宏观边界通量的表达式, 方程组 (2.16) 构成了一个关于宏观量 ϕn+1
i,j 和 ρn+1

i,j 的封

闭方程组, 而其中的参数 σn+1
i,j 和 βn+1

i,j 隐式依赖于物质温度 Tn+1
i,j . 这个宏观非线性方程可以由迭代

方法进行数值求解.

2.5 介观方程的求解

在得到宏观量 ϕn+1
i,j 以后, 可得到 (2.10) 中网格边界上 ϕn+1

i−1/2,j 的值为

ϕn+1
i−1/2,j =

1

2
(ϕn+1

i−1,j + ϕn+1
i,j ). (2.19)

(2.11) 中辐射参数 σi−1/2,j 由上面宏观方程更新后的物质温度 Tn+1
i,j 确定, 即

σn+1
i−1/2,j = 2σn+1

i,j σn+1
i−1,j/(σ

n+1
i,j + σn+1

i−1,j).
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到此为止, (2.5a)中的边界流通量的表达式已完全得到,例如, Fi−1/2,j 可由 (2.11)给出.用同样的

方式可给出其他的流通量 Fi+1/2,j、Hi,j−1/2 和 Hi,j+1/2. 因此, (2.5a) 可由下面的格式求解:

In+1
i,j,m = Ini,j,m +

∆t

∆x
(Fi−1/2,j − Fi+1/2,j) +

∆t

∆y
(Hi,j−1/2 −Hi,j+1/2)

+
c∆tσn+1

i,j

ϵ2

(
1

2π
ϕn+1
i,j − In+1

i,j,m

)
. (2.20)

最后给出 (2.5b) 中物质温度的求解. 在得到 In+1
i,j,m 的新值以后, 首先更新

ϕ̄n+1
i,j =

ϕni,j +∆t(βσ)n+1
i,j

∑M
m=1 ωmI

n+1
i,j,m/ϵ

2

1 + ∆t(βσ)n+1
i,j /ϵ2

. (2.21)

基于 (2.21), 立即得到新时刻的物质温度值 T̂n+1
i,j = (ϕ̄n+1

i,j /(ac))1/4. 这完成了灰体辐射输运方程 (2.5)

的 UGKS 方法的构造. 接下来的小节将给出渐近保持性质的证明.

2.6 渐近保持性质的证明

上述的 UGKS 在 ϵ 趋于 0 时的极限是由下面命题中系数的极限性质决定的.

命题 1 [11] 设 σ 为正的实数, 则当 ϵ 趋于 0 时, 有

• A(∆t, ϵ, σ, ν) → 0;

• B(∆t, ϵ, σ, ν) → 0;

• D(∆t, ϵ, σ, ν) → −c/(2πσ).
因此, 宏观辅助方程 (2.16) 中相应的边界数值流通量, 如 Φn+1

i−1/2,j , 满足

Φn+1
i−1/2,j =

⟨
cµ

ϵ∆t

∫ tn+1

tn
I(t, xi−1/2, yj , µ, ξ)dt

⟩
=

∫
cµ

2πϵ∆t

∫ tn+1

tn
I(t, xi−1/2, yj , µ, ξ)dtdµdξ, (2.22)

且有下面的极限形式:

Φn+1
i−1/2,j =

1

2π

M∑
m=1

ωmµmIm(t, xi−1/2, yj , µm, ξm)

−−−→
ϵ→0

−
(

c

6σi−1/2,j
δxϕ

n+1,L
i−1/2,j +

c

6σi−1/2,j
δxϕ

n+1,R
i−1/2,j

)
= − c

3σi−1/2,j

ϕn+1
i,j − ϕn+1

i−1,j

∆x
. (2.23)

下面的命题 2 给出了所构造格式的渐近保持性质的证明.

命题 2 设 σ 和 α 为正的实数, 则当 ϵ 趋于 0 时, 由 (2.16)、(2.20) 和 (2.21) 组成的灰体辐射输

运方程的数值格式收敛到其扩散极限方程 (2.2) 相应的隐式扩散格式.

证明 首先, 对方程 (2.20) 中的 ϵ−2 项, 当参数 ϵ 趋于 0 时, 有

In+1
i,j,m → 1

2π
ϕn+1
i,j .
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如果对上式关于角度变量积分, 则当 ϵ→ 0 时, 有

ρn+1
i,j → ϕn+1

i,j = ac(Tn+1
i,j )4. (2.24)

其次, 对 (2.20) 中的 ϵ−1 项, 如 (2.11) 中给定的流通量 Fi−1/2,j,m, 如果对此流通量 Fi−1/2,j,m 进

行角度积分, 则可得到 (2.18) 中的宏观流通量 Φn+1
i−1/2,j . 由命题 1 知, 当 ϵ→ 0 时, 有

Φn+1
i−1/2,j → − c

3σn+1
i−1/2,j

Φn+1
i,j − Φn+1

i−1,j

∆x
. (2.25)

同样地, 当参数 ϵ→ 0 时, 对其他的宏观流通量也有

Φn+1
i+1/2,j → − c

3σn+1
i+1/2,j

Φn+1
i,j − Φn+1

i+1,j

∆x
,

Ψn+1
i,j−1/2 → − c

3σn+1
i,j−1/2

Φn+1
i,j − Φn+1

i,j−1

∆y
,

Ψn+1
i,j+1/2 → − c

3σn+1
i,j+1/2

Φn+1
i,j − Φn+1

i,j+1

∆y
.

(2.26)

最后, 如果将方程 (2.20) 和 (2.21) 相加, 并对最终的式子关于角度积分后取极限 ϵ→ 0, 则得

ρn+1
i,j = ρni,j +

∆t

∆x

(
− c

3σn+1
i−1/2,j

Φn+1
i,j − Φn+1

i−1,j

∆x
+

c

3σn+1
i+1/2,j

Φn+1
i,j − Φn+1

i+1,j

∆x

)

+
∆t

∆y

(
− c

3σn+1
i,j−1/2

Φn+1
i,j − Φn+1

i,j−1

∆y
+

c

3σn+1
i,j+1/2

Φn+1
i,j − Φn+1

i,j+1

∆y

)
− c

ϕn+1
i,j − ϕni,j

βn+1
i,j

. (2.27)

所以, 由 (2.24)可以看出,离散格式 (2.27)是扩散极限方程 (2.2)的一个标准的五点格式. 这证明

了由 (2.16)、(2.20) 和 (2.21) 组成的灰体辐射输运方程 (2.1) 的离散格式具有渐近保持性质.

2.7 UGKS 方法的进一步拓展与改进

灰体辐射输运方程 (2.1)的渐近保持 UGKS可以拓展到更为复杂的辐射输运情形,例如,考虑辐射

强度依赖于光子频率的情形. 通过对频率变量进行离散得到多群近似的辐射输运方程, 并引入相应的

多群宏观辅助方程, 可构造出多群辐射输运方程的渐近保持 UGKS, 该方面的研究结果参见文献 [12].

在光性厚介质区, 除了强吸收 (吸收系数比较大)的情形,还有强散射 (散射系数比较大)的情形. 而对

强散射情形, 辐射输运方程收敛到非平衡扩散极限方程, 即辐射温度与物质温度达不到平衡, 两者之

间存在能量交换. UGKS 方法也可推广到这种强散射情形, 可证明该格式能够收敛到非平衡扩散极限

方程的解, 该方面的研究结果参见文献 [30]. 文献 [28] 发展了非结构网格上的渐近保持 UGKS. 同时,

柱坐标系下的渐近保持 UGKS 可参见文献 [29]. 为了进一步提高计算效率, 通过用隐式方法来重构辐

射强度的初始值, 发展了隐式的渐近保持 UGKS 方法 (参见文献 [31]).

3 辐射输运方程的射线效应消除方法

在辐射输运方程离散纵标法 (SN )的实际应用中,射线效应是一个长期未得到有效解决的难题.而

采用角度有限元或基于球谐函数展开的 FPN (滤波) 方法能有效消除或减弱离散纵标法中的射线效
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应. 本节结合上面的多尺度的 UGKS, 结合角度有限元和 FPN (滤波) 方法, 建立能有效抑制或消除射

线效应的辐射输运方程渐近保持数值格式. 特别地,针对 FPN 得到的宏观方程解 (即辐射能量密度和

物质温度值) 可能出现负值的问题, 通过添加保正限制器等得到了严格保正的格式. 本节还以平面二

维下的灰体辐射输运方程 (2.2) 为例来说明格式的构造方法. 与上一节中角度离散纵标法 (SN ) 方法

的主要区别在于角度方向的离散, 其他计算过程 (对空间和时间变量) 可类似处理.

3.1 角度有限元离散

本小节用极角的余弦 ζ 和方位角 θ 来描述角度变量 Ω. 由二维笛卡尔空间上光子传播角度方向

的对称性可知, 我们只需考虑变量 ζ > 0 的情形, 即需考虑的整个角度区域为

S̄2 = [0, 1]× [0, 2π] = {(ζ, θ) | 0 6 ζ 6 1, 0 6 θ 6 2π}.

为了精确确定角度的入射方向, 首先将角度区域 S̄2 = [0, 1]× [0, 2π] 划分为如下的 4 个子区域:

S̄2
1 = [0, 1]×

[
0,
π

2

]
, S̄2

2 = [0, 1]×
[
π

2
, π

]
, S̄2

3 = [0, 1]×
[
π,

3π

2

]
, S̄2

4 = [0, 1]×
[
3π

2
, 2π

]
,

并对 4 个子区域独立进行处理, 即对 4 个子区域分别进行离散, 对相邻子区域的公共边界不强加连续

性要求.

对区域 S̄2
m 进行协调三角形网格剖分,令 Vh,m 为其上的连续线性有限元空间. 记 Nm 为空间 Vh,m

的维数, {ψk,m}Nm

k=1 为空间的一组基,则角度有限元 (finite element, FE)离散,即寻找函数 I(r,Ω, t)在

空间 Vh,m 中的近似:

I(r,Ω, t) |S̄2
m
≈

Nm∑
k=1

Ik,m(r, t)ψk,m(ζ, θ), (3.1)

其中 Ik,m(r, t) 由如下弱问题确定:

ϵ

c

Nm∑
k=1

∂tIk,m

∫∫
S̄2
m

ψk,mψℓ,mdζdθ +

∫∫
S̄2
m

(µ∂xI + ξ∂yI)ψℓ,mdζdθ

=
σ

ϵ

(
1

2π
acT 4

∫∫
S̄2
m

ψℓ,mdζdθ −
Nm∑
k=1

Ik,m

∫∫
S̄2
m

ψk,mψℓ,mdζdθ

)
, ∀ψℓ,m ∈ Vh,m,

ϵ2Cν
∂T

∂t
= σ

( 4∑
m=1

Nm∑
k=1

Ik,m

∫∫
S̄2
m

ψk,mdζdθ − acT 4

)
.

(3.2)

令

I⃗m = (I1,m, I2,m, . . . , INm,m)T,

Am =

(∫∫
S̄2
m

ψk,mψℓ,mdζdθ

)
Nm×Nm

, Dm =

(∫∫
S̄2
m

ψℓ,mdζdθ

)
Nm×1

, (3.3)

其中 (·)T 为向量的转置, 则对 m = 1, 2, 3, 4, 方程 (3.2) 可改写为如下的形式:

ϵ

c
Am∂tI⃗m +

(∫∫
S̄2
m

(µ∂xI + ξ∂yI)ψℓ,mdζdθ

)
Nm×1

=
σ

ϵ

(
1

2π
acT 4Dm −AmI⃗m

)
,

ϵ2Cν
∂T

∂t
= σ

( 4∑
m=1

DT
mI⃗m − acT 4

)
.

(3.4)

从而完成了方程 (2.1) 的角度离散.
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3.1.1 空间和时间离散

对方程 (3.4) 关于空间单元 (i, j) 和时间区间 (tn, tn+1) 积分可得如下的有限体积离散形式:

I⃗n+1
i,j,m = I⃗ni,j,m +

∆t

∆x
(F⃗i−1/2,j,m − F⃗i+1/2,j,m) +

∆t

∆y
(H⃗i,j−1/2,m − H⃗i,j+1/2,m)

+
cσn+1

i,j

ϵ2
∆t

(
1

2π
A−1

m Dmϕ̃i,j −
˜⃗
Ii,j,m

)
, m = 1, 2, 3, 4,

CνT
n+1
i,j = CνT

n
i,j +∆t

σn+1
i,j

ϵ2

( 4∑
m=1

DT
m
˜⃗
Ii,j,m − ϕ̃i,j

)
,

(3.5)

其中

F⃗i−1/2,j,m =
c

ϵ∆t
A−1

m

(∫ tn+1

tn

∫∫
S̄2
m

µψℓ,mI(xi− 1
2
, yj ,Ω, t) dζdθdt

)
Nm×1

, (3.6a)

H⃗i,j−1/2,m =
c

ϵ∆t
A−1

m

(∫ tn+1

tn

∫∫
S̄2
m

ξψℓ,mI(xi, yj− 1
2
,Ω, t) dζdθdt

)
Nm×1

, (3.6b)

ϕ̃i,j =
1

∆x∆y∆t

∫ tn+1

tn

∫ y
j+1

2

y
j− 1

2

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

ϕ(x, y, t)dxdydt, (3.6c)

˜⃗
Ii,j,m =

1

∆x∆y∆t

∫ tn+1

tn

∫ y
j+1

2

y
j− 1

2

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

I⃗m(x, y, t)dxdydt. (3.6d)

首先, (3.6) 中的 ϕ̃i,j 和
˜⃗
Ii,j,m 可用如下的方式隐式近似:

ϕ̃i,j = ϕn+1
i,j ,

˜⃗
Ii,j,m ≈ I⃗n+1

i,j,m. (3.7)

我们将在接下来的小节中处理 (3.6) 中的流通量 F⃗i−1/2,j,m 和 H⃗i,j−1/2,m.

3.1.2 数值通量的构造

本小节考虑界面数值通量 F⃗i−1/2,j,m 和 H⃗i,j−1/2,m 的构造方法. 以 F⃗i−1/2,j,m 为例, 由 (3.6a) 可

知, 只要建立了 I(xi−1/2, yj ,Ω, t) 在角度区域 S̄2
m、单元界面 (xi−1/2, yj) 和时间区间 (tn, tn+1) 上的

近似, F⃗i−1/2,j,m 便可直接得到. 用类似于第 2 节中 UGKS 的构造思想, 在角度区域 S̄2
m 和单元界面

x = xi− 1
2
, y = yj 处, 考虑如下的初值问题:

ϵ

c

∂Im
∂t

+ µ
∂Im
∂x

=
σi−1/2,j

ϵ

(
1

2π
ϕ− Im

)
,

Im(x, yj ,Ω, t) |t=tn = I0m(x, yj ,Ω),

(3.8)

其中 σi−1/2,j 为 σ 在时刻 tn+1 及相应界面处的近似值, 它为一个常量.

问题 (3.8) 的积分解为

Im(xi−1/2, yj ,Ω, t) = e−νi−1/2,j(t−tn)I0m

(
xi−1/2 −

cµ

ϵ
(t− tn), yj ,Ω

)
+

∫ t

tn

e−νi−1/2,j(t−s) cσi−1/2,j

2πϵ2
ϕ

(
xi−1/2 −

cµ

ϵ
(t− s), yj , s

)
ds, (3.9)
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其中 ν = cσ/ϵ2.

为确定 (3.9) 以获得数值通量的表达式, 需给出初始值 I0m(x, yj ,Ω) 在角度区域 S̄2
m 和单元界面

(xi−1/2, yj) 处的近似, 以及函数 ϕ(x, yj , t) 在单元界面 (xi−1/2, yj) 和时间区间 (tn, tn+1) 上的近似. 在

UGKS 中主要通过重构的方式得到.

针对初始值 I0m(x, yj ,Ω), 对角度变量用分片线性元、空间变量用分片常数进行重构, 形式如下:

I0m(x, yj ,Ω) =

(ψ1,m, ψ2,m, . . . , ψNm,m)I⃗ni−1,j,m, 若 x < xi−1/2,

(ψ1,m, ψ2,m, . . . , ψNm,m)I⃗ni,j,m, 若 x > xi−1/2.
(3.10)

对函数 ϕ(x, yj , t), 空间和时间变量都用分片线性重构 (即时空变量的一阶 Taylor 展开):

ϕ(x, yj , t) = ϕn+1
i−1/2,j + δtϕ

n+1
i−1/2,j(t− tn+1) +

δxϕ
n+1,L
i−1/2,j(x− xi−1/2), 若 x < xi−1/2,

δxϕ
n+1,R
i−1/2,j(x− xi−1/2), 若 x > xi−1/2,

(3.11)

其中 ϕn+1
i−1/2,j 为单元界面值, δtϕ

n+1
i−1/2,j 为时间导数, δxϕ

n+1,L
i−1/2,j 和 δxϕ

n+1,R
i−1/2,j 为单边有限差分近似, 形

式如下:

δtϕ
n+1
i−1/2,j =

ϕn+1
i−1/2,j − ϕni−1/2,j

∆t
, (3.12)

δxϕ
n+1,L
i−1/2,j =

ϕn+1
i−1/2,j − ϕn+1

i−1,j

∆x/2
, δxϕ

n+1,R
i−1/2,j =

ϕn+1
i,j − ϕn+1

i−1/2,j

∆x/2
. (3.13)

将 (3.10) 和 (3.11) 代入 (3.9), 可得 I(xi−1/2, yj ,Ω, t) 的近似.

由上面得到的近似, 通过直接计算得到界面数值通量 F⃗i−1/2,j,m 的如下表达式:

F⃗i−1/2,j,m =
c

ϵ∆t
A−1

m

(∫ tn+1

tn

∫∫
S̄2
m

µψℓ,mI(xi− 1
2
, yj ,Ω, t) dζdθdt

)
Nm×1

= α̃i−1/2,jA
−1
m Bm(I⃗ni−1,j,m1m=1,4 + I⃗

n
i,j,m1m=2,3)

+ c̃i−1/2,jA
−1
m Gmϕ

n+1
i−1/2,j + ẽi−1/2,jA

−1
m Gmδtϕ

n+1
i−1/2,j

+ d̃i−1/2,jA
−1
m Rm(δxϕ

n+1,L
i−1/2,j1m=1,4 + δxϕ

n+1,R
i−1/2,j1m=2,3), (3.14)

这里当 m = 1 或 m = 4 时, 1m=1,4 = 1; 反之, 当 m = 2 或 m = 3 时, 1m=1,4 = 0. 类似可以定义

1m=2,3. (3.14) 中的系数 α̃i−1/2,j、̃ci−1/2,j、̃ei−1/2,j 和 d̃i−1/2,j 分别由下面的函数给出:

α̃(∆t, ϵ, σ) =
c

ϵ∆tν
(1− e−ν∆t),

c̃(∆t, ϵ, σ) =
c2σ

2π∆tϵ3ν

(
∆t− 1

ν
(1− e−ν∆t)

)
,

ẽ(∆t, ϵ, σ) =
c2σ

2π∆tϵ3ν3

(
1− e−ν∆t − ν∆te−ν∆t − 1

2
(ν∆t)2

)
,

d̃(∆t, ϵ, σ) = − c3σ

2π∆tϵ4ν2

(
∆t(1 + e−ν∆t)− 2

ν
(1− e−ν∆t)

)
, (3.15)

其中 ν = cσ/ϵ2. (3.14) 中的矩阵 Bm、Gm 和 Rm 定义如下:

Bm =

(∫∫
S̄2
m

µψk,mψℓ,mdζdθ

)
Nm×Nm

,

Gm =

(∫∫
S̄2
m

µψℓ,mdζdθ

)
Nm×1

, Rm =

(∫∫
S̄2
m

µ2ψℓ,mdζdθ

)
Nm×1

. (3.16)
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3.1.3 宏观辅助量的更新与输运方程的求解

为得到 (3.5) 中的 ϕ̃i,j = ϕn+1
i,j 及 (3.14) 中的 ϕn+1

i−1,j、ϕ
n+1
i−1/2,j 和 ϕn+1

i,j 等宏观量, 首先对灰体辐射

输运方程 (2.1) 关于角度积分得到宏观辅助方程组 (2.13). 然后运用有限体积方法对 (2.13) 进行离散,

相应的边界数值通量实际上就是把数值通量 (3.14) 对角度积分后所得到的表达式. 这样, 宏观辅助方

程 (2.13)可以封闭求解,从而得到宏观量. 利用求得的宏观量,就可求解输运方程. 同样的渐近分析方

法可验证角度有限元离散的 UGKS 方法也具有渐近保持性质. 详细的过程可参见第 2 节相应的内容.

3.2 基于 FPNNN 的角度离散

本小节对方程 (2.1) 的角度变量用 FPN 方法进行离散, 空间变量用有限体积进行离散. 与上面采

用角度有限元方法不同之处是角度的离散. 因此, 下面只给出角度离散方程.

3.2.1 PNPNPN 方程

为简化记号, 记 ⟨ · ⟩ 为关于单位球面的角度积分, 即

⟨ · ⟩ =
∫
S2

·dΩ.

对整数 ℓ 和 m, 令 ψm
ℓ (Ω) (ℓ > 0, −ℓ 6 m 6 ℓ) 为实的归一化的球谐函数, 满足 ⟨ψm

ℓ ψ
m′

ℓ′ ⟩ = δℓ,ℓ′δm,m′ ,

其中 δℓ,ℓ′ 为 Kronecker 函数. 同样由二维笛卡尔空间上光子传播角度方向的对称性, 我们只需考虑部

分的球谐函数, 例如, 对 N = 1, 只需考虑

ψ0
0 =

1

2
√
π
, ψ0

1 =

√
3

2
√
π
µ, ψ1

1 =

√
3

2
√
π
ξ.

对于非负整数 N , 令

ψ⃗ = (ψ0
0 , ψ

0
1 , ψ

1
1 , . . . , ψ

0
N , . . . , ψ

N
N )T. (3.17)

定义相应的球谐矩为 I⃗ = ⟨ψ⃗I⟩. 由方程 (2.1), 可得如下关于矩 I⃗ 的方程:
ϵ2

c

∂I⃗

∂t
+ ϵ∇r · ⟨ψ⃗ΩI⟩ = σ

(
1

4π
acT 4⟨ψ⃗⟩ − I⃗

)
,

ϵ2Cν
∂T

∂t
= σ(2

√
πI00 − acT 4),

(3.18)

其中

∇r · ⟨ψ⃗ΩI⟩ = ∂x⟨ψ⃗µI⟩+ ∂y⟨ψ⃗ξI⟩. (3.19)

方程 (3.18) 是原方程 (2.2) 关于角度变量精确积分得到的. 为了封闭系统, 通量中未处理的 I 需要用

已知的矩 I⃗ 表示, 这就是所谓的矩封闭问题. 在基于 PN 的 UGKS 方法中, 通量中 I 的 PN 封闭通过

在网格边界上构造输运方程的积分解得到. 求解封闭后的矩方程, 即可得到 I 的球谐展开系数. 从而

得到 PN 近似解.
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3.2.2 FPNNN 方程

需要注意的是, 如果方程 (2.1) 的精确解不是足够光滑的, 则上面的 PN 解会出现振荡. 为减少振

荡, 利用文献 [34] 的想法, 对方程 (3.18) 添加过滤项 (阻尼项), 从而得到下面的 FPN 方程:
ϵ2

c

∂I⃗

∂t
+ ϵ∇r · ⟨ψ⃗ΩI⟩ = σ

(
1

4π
acT 4⟨ψ⃗⟩ − I⃗

)
− ϵ2

c
σfF I⃗,

ϵ2Cν
∂T

∂t
= σ(2

√
πI00 − acT 4).

(3.20)

这里稍微滥用了记号,仍用记号 I⃗ 表示 FPN 方程的解. σf > 0是一个可调节的参数,其决定了过滤的

强度, 它可依赖于空间变量 [38, 39]. F 是一个对角的过滤矩阵, 对角元素为 F(ℓ,m),(ℓ,m) = −ln(f( ℓ
N+1 )),

其中 f : R+ → [0, 1] 是一个过滤函数, 满足 f(0) = 1. 例如, f 可取如下的 Lanczos 函数和球谐样条

函数:

fLanczos(λ) =
sin(λ)

λ
, fSSpline(λ) =

1

1 + λ4
. (3.21)

关于过滤函数的详细定义和参数 σf 的确定可参见文献 [38–40]. 值得一提的是, FPN 方程不会破坏

PN 方程的旋转不变性, 因此其解不会出现射线效应. 如果令方程 (3.20) 中的 σf = 0, 则 FPN 方程将

退化到 PN 方程.

3.2.3 FPNNN 方程的宏观微观分解

令 ρ =
∫
S2 IdΩ. 注意到 I00 = 1

2
√
π
ρ 以及 PN 展开会将辐射强度自然地分成宏观和微观部分, 我

们将方程 (3.20) 分解成宏观和微观部分. 为方便记号, 我们先对 ψ⃗ 和 I⃗ 进行分解:

ψ⃗ = (ψ0
0 ,

˘⃗
ψT)T, I⃗ = (I00 ,

˘⃗
IT)T =

(
1

2
√
π
ρ,

˘⃗
IT

)T

,

其中
˘⃗
ψ 和

˘⃗
I 分别为 ψ⃗ 和 I⃗ 中余下的分量.

我们将系统 (3.20)中关于宏观量 ρ和 T 的方程称作宏观方程. 由于 f(0) = 1,因而宏观方程具有

如下形式: 
ϵ2

c

∂ρ

∂t
+ ϵ∇r · ⟨ΩI⟩ = σ(acT 4 − ρ),

ϵ2Cν
∂T

∂t
= σ(ρ− acT 4).

(3.22)

进一步, 记 ϕ = acT 4, 则宏观方程 (3.22) 可改写成如下关于宏观量 ρ 和 ϕ 的方程:
ϵ2

c

∂ρ

∂t
+ ϵ∇r · ⟨ΩI⟩ = σ(ϕ− ρ),

ϵ2
∂ϕ

∂t
= βσ(ρ− ϕ),

(3.23)

其中 β(x, t) = 4acT 3/Cν .

我们把系统 (3.20) 中余下的方程称作微观方程, 其形式如下:

ϵ2

c

∂
˘⃗
I

∂t
+ ϵ∇r · ⟨ ˘⃗ψΩI⟩ = −σ ˘⃗I − ϵ2

c
σf F̆

˘⃗
I, (3.24)

813



江松等: 辐射输运方程的统一气体动理学格式

其中 F̆ 是通过去掉矩阵 F 的第一行和第一列得到的.

方程 (3.23) 和 (3.24) 中的 I 的近似是通过在网格边界上构造形如 (3.9) 的积分解得到的, 它与上

一小节不同之处在于, 这里关于角度变量的初值是用 PN 进行重构, 空间变量用分片常数重构. 对于

宏观量 ϕ 的重构, 出于保正考虑, 先对 ϕ 进行分解:

ϕ = (ϕ− ρ) + ρ,

然后对 ϕ− ρ 进行分片常数重构, 对 ρ 进行分片线性重构, 即

ϕ(x, yj , t) = (ϕn+1
i−1/2,j − ρn+1

i−1/2,j) + ρn+1
i−1/2,j + δxρ

n+1
i−1/2,j(x− xi−1/2)

= ϕn+1
i−1/2,j + δxρ

n+1
i−1/2,j(x− xi−1/2),

其中

ϕn+1
i−1/2,j =

ϕn+1
i,j + ϕn+1

i−1,j

2
, δxρ

n+1
i−1/2,j =

ρn+1
i,j − ρn+1

i−1,j

∆x
.

基于上述重构, 我们可以进一步分析格式的宏观方程保正的条件, 通过添加保正限制器等得到了严格

保正的格式 PPFPN .

4 辐射流体力学方程组的 UGKS 方法

辐射流体力学方程组由可压缩流体力学方程和辐射输运方程的耦合构成. 首先, 流体运动影响着

辐射光子在背景流体的传输过程, 其具体表现为辐射传输方程中的碰撞项变得极为复杂, 通常需要利

用考虑相对论效应的 Lorentz 变换才能精确得到. 其次, 辐射效应对背景流体的运动过程也有非常重

要的影响, 特别当辐射动量沉积项对流体运动速度的影响不可忽略时, 需要考虑辐射压力对流体运动

方程的影响. 同时, 由于辐射方程中碰撞项的复杂性, 导致辐射能量与物质能量的交换过程也变得复

杂了很多.

4.1 辐射流体力学方程

本小节考虑如下的辐射流体力学方程组:

∂tρ+∇ · (ρv⃗) = 0,

∂t(ρv⃗) +∇ · (ρv⃗ ⊗ v⃗) +∇p = −1

c

∫
Ω⃗SdΩ⃗,

∂t(ρE) +∇ · [v⃗(ρE + p)] = −1

ϵ

∫
SdΩ⃗,

ϵ

c

∂I

∂t
+ Ω⃗ · ∇I + ϵ∇ · (θβ⃗I)

= −σt
ϵ
I +

(
σt
ϵ

− ϵσs

)
1

4π
acT 4 +

ϵσs
4π

cEr

− 1

4π
σtβ⃗ ·

[
F⃗r −

(
4

3
− θ

)
ϵErv⃗

]
+

3

4π

(
4

3
− θ

)
σtErΩ⃗ · v⃗

, S,

(4.1)
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其中 ρ 为物质密度, T 为物质温度, v⃗ 为流体运动速度, 物质总能量为

ρE =
1

2
ρ|v⃗|2 + ρe.

为了使整个方程组封闭, 需要给出物质压力 p 和物质内能 e 依赖于 ρ 和 T 的表达式 (状态方程). 辐

射强度 I 是空间、时间、光子角度传播方向 Ω⃗ 和光子频率的函数. 为简单起见, 只考虑灰体近似的情

形, 即辐射强度是关于频率变量的积分平均. 在上面的方程中, c 为光速, β⃗ ≡ v⃗
c 为相对速度. S 项代表

辐射与物质之间的相互作用, 辐射常数为 a, 参数 σs 为散射系数, 参数 σt 为总吸收系数, ϵ 为尺度化

因子. 可调参数 θ 与描述流体运动的方式相关, 例如, 在 Lagrange 坐标系下, 取 θ = 1; 而在 Euler 坐

标系下, 取 θ = 0; 对随动坐标系, 取 θ = 4/3. 函数 Er 和 F⃗r 分别为辐射能量和辐射流, 其具体表达

式为

Er =
1

c

∫
IdΩ⃗, F⃗r =

∫
Ω⃗IdΩ⃗.

在方程组 (4.1) 中的第二、三个方程的角度积分右端项分别给出了辐射动量和能量沉积项, 不难

验证总动量和总能量守恒, 其方程为
∂t

(
ρv⃗ +

ϵ

c2
F⃗r

)
+∇ ·

(
ρv⃗ ⊗ v⃗ +

ϵθ

c2
v⃗ ⊗ F⃗r +

¯̄P

)
+∇p = 0,

∂t(ρE + Er) +∇ ·
[
v⃗(ρE + θEr + p) +

1

ϵ
F⃗r

]
= 0,

(4.2)

其中 ¯̄P 为辐射压力张量, 其具体形式为

¯̄P =
1

c

∫
Ω⃗⊗ Ω⃗IdΩ⃗.

对任意选择的 θ 值, 在光性厚介质区, 当参数 ϵ 趋于 0 时, 方程组 (4.1) 具有收敛到其相应扩散极

限方程的性质. 这一点可由把未知变量进行关于参数 ϵ 展开并比较系数的形式推导方法导出, 即令
ρ =

∞∑
i=0

ρ(i)ϵi, v⃗ =
∞∑
i=0

v⃗(i)ϵi,

T =
∞∑
i=0

T (i)ϵi, I =
∞∑
i=0

I(i)ϵi.

(4.3)

将展开式 (4.3) 代入到原方程 (4.1) 中并比较展开系数, 由 (4.1) 中第 4 个方程中的 O(ϵ−1)- 项有

I(0) =
1

4π
ac(T (0))4. (4.4)

由此可得

E(0)
r = a(T (0))4, F⃗ (0)

r = 0, ¯̄P (0) =
1

3
a(T (0))4 ¯̄D, (4.5)

其中 ¯̄D 为单位矩阵. 在 (4.1) 的前两个方程中没有 O(ϵ−1)- 项, 并且在 (4.1) 的第 3 个方程中 O(ϵ−2)-

和 O(ϵ−1)- 项与上面的方程 (4.4) 和 (4.5) 是相容的.

再一次利用方程 (4.4) 和 (4.5), 则 (4.1) 中第 4 个方程中的 O(ϵ0)- 项满足

I(1) =
1

4π
ac(T (1))4 − c

σ
(0)
t

Ω⃗ · ∇I(0) + 3

4π

(
4

3
− θ

)
E(0)

r Ω⃗ · v⃗(0), (4.6)
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因此有

E(1)
r = a(T (1))4, F⃗ (1)

r = − c

3σ
(0)
t

∇E(0)
r +

(
4

3
− θ

)
E(0)

r v⃗(0), ¯̄P (1) =
1

3
a(T (1))4 ¯̄D. (4.7)

最后, 由 (4.1) 中第一个方程和 (4.2) 中的 O(ϵ0)- 项可以得出
∂tρ

(0) +∇ · (ρ(0)v⃗(0)) = 0,

∂t(ρ
(0)v⃗(0)) +∇ · (ρ(0)v⃗(0) ⊗ v⃗(0) + ¯̄P (0)) +∇p(0) = 0,

∂t(ρ
(0)E(0) + E

(0)
r ) +∇ · [v⃗(0)(ρ(0)E(0) + θE

(0)
r + p(0)) + F⃗

(1)
r ] = 0.

(4.8)

将 (4.7) 中 F⃗
(1)
r 的表达式代入 (4.8) 可得如下的平衡扩散极限方程组:

∂tρ
(0) +∇ · (ρ(0)v⃗(0)) = 0,

∂t(ρ
(0)v⃗(0)) +∇ · (ρ(0)v⃗(0) ⊗ v⃗(0) + ¯̄P (0)) +∇p(0) = 0,

∂t(ρ
(0)E(0) + E(0)

r ) +∇ ·
[
v⃗(0)

(
ρ(0)E(0) +

4

3
E(0)

r + p(0)
)]

= ∇ ·
(

c

3σR
∇E(0)

r

)
,

(4.9)

其中 Rosseland 平均自由程 σR 等于 σ
(0)
t .

4.2 辐射流体力学方程组的渐近保持格式

本小节给出方程组 (4.1) 渐近保持的 UGKS 的简要描述. 首先, 基于传统的算子分裂方法, 将辐

射流体力学方程组 (4.1) 分裂为流体力学和辐射输运两个部分. 对流体力学部分, 求解如下的可压缩

Euler 方程: 
∂tρ+∇ · (ρv⃗) = 0,

∂t(ρv⃗) +∇ · (ρv⃗ ⊗ v⃗) +∇p = 0,

∂t(ρE) +∇ · (v⃗(ρE + p)) = 0.

(4.10)

为了使上面的流体力学方程组封闭和简单起见,考虑理想气体状态方程 (equation of state, EOS),则压

力和物质内能满足

p = (γ − 1)ρe, e = CvT, (4.11)

其中 γ 为绝热指数, Cv 为比热容系数.

对考虑了辐射动量和能量沉积项的辐射输运部分, 我们求解如下的耦合方程组:

∂t(ρv⃗) = −1

c

∫
Ω⃗SdΩ⃗ =

σt
ϵc

[
F⃗r −

(
4

3
− θ

)
ϵErv⃗

]
,

∂t(ρE) = −1

ϵ

∫
SdΩ⃗ =

1

ϵ

(
σt
ϵ

− ϵσs

)
(cEr − acT 4) +

σt
ϵ
β⃗ ·

[
F⃗r −

(
4

3
− θ

)
ϵErv⃗

]
,

ϵ

c

∂I

∂t
+ Ω⃗ · ∇I + ϵ∇ · (θβ⃗I)

= −σt
ϵ
I +

(
σt
ϵ

− ϵσs

)
1

4π
acT 4 +

ϵσs
4π

cEr

− 1

4π
σtβ⃗ ·

[
F⃗r −

(
4

3
− θ

)
ϵErv⃗

]
+

3

4π

(
4

3
− θ

)
σtErΩ⃗ · v⃗

, S.

(4.12)
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整个辐射流体力学方程组的求解是通过用 GKS (gas kinetic scheme) [41] 方法求解 (4.10) 和

用 UGKS [11] 方法求解 (4.12) 这两个过程的耦合构成的. 通过辐射动量和能量沉积项实现流体力

学和辐射输运这两个部分之间的相互作用. GKS 和 UGKS 方法都是采用有限体积进行空间离散, 所

有的物理量都定义在网格中心,容易设计辐射与流体相容的格式. GKS方法主要是基于利用介观动理

学 BGK方程与宏观流体力学之间的关系,并利用 BGK方程在网格边界附近的积分解构造宏观 Euler

方程网格边界上的数值通量, 构造框架类似于 UGKS方法中宏观辅助方程的求解过程, 这里不再详细

介绍, 有兴趣的读者可参见文献 [41]. 下面主要介绍辐射输运部分的数值算法.

4.2.1 辐射输运部分的数值离散

在用 GKS 方法从时间步 tn 到 tn+1 更新完流体力学量 (ρ, ρv⃗, ρE) 后, 设流体密度从 ρn 更新为

ρn+1, 流体速度从 v⃗n 更新到中间值 v⃗h, 物质总能量同样从 En 更新到中间值 Eh. 因此不妨设在流体

力学的更新过程中, 分别得到物质比内能和比动能的中间值 eh 和 1
2 |v⃗

h|2. 基于更新后的流体力学量
(ρn+1, v⃗h, Eh), 重写辐射输运方程 (4.12) 为如下的形式:

∂t(ρv⃗) = −1

c

∫
Ω⃗SdΩ⃗,

∂t(ρE) = −1

ϵ

∫
SdΩ⃗,

ϵ

c

∂I

∂t
+ Ω⃗ · ∇I + ϵ∇ · (θβ⃗I) = S.

(4.13)

对 (4.13), 首先利用离散纵标法对角度变量进行离散, 可得

∂t(ρv⃗) = −1

c

M∑
m=1

Ω⃗mSmωm,

∂t(ρE) = −1

ϵ

M∑
m=1

Smωm,

ϵ

c

∂Im
∂t

+ Ω⃗m · ∇Im + ϵ∇ · (θβ⃗Im) = Sm, m = 1, . . . ,M,

(4.14)

其中 Sm 为 S 在第 m 个离散角度上的取值, 即辐射强度量用 Im 替代.

在二维情形, 对 (4.14) 用有限体积方法离散, 可得

ρn+1
i,j (v⃗n+1

i,j − v⃗hi,j) = −∆t

c

M∑
m=1

Ω⃗mS
n+1
i,j,mωm,

ρn+1
i,j (Ên+1

i,j − Eh
i,j) = −∆t

ϵ

M∑
m=1

Sn+1
i,j,mωm,

ϵ

c

In+1
i,j,m − Ini,j,m

∆t
+
Fi+ 1

2 ,j,m
− Fi− 1

2 ,j,m

∆xi∆yj
+
Gi,j+ 1

2 ,m
−Gi,j− 1

2 ,m

∆xi∆yj
= Sn+1

i,j,m,

(4.15)

其中

∆t = tn+1 − tn, ∆xi = xi+ 1
2
− xi− 1

2
, ∆yj = yj+ 1

2
− yj− 1

2
.
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网格边界上的数值通量 Fi± 1
2 ,j,m
、Gi,j± 1

2 ,m
和右端项 Sn+1

i,j,m 定义为

Fi+ 1
2 ,j,m

=

∫ tn+1

tn

∫ y
j+1

2

y
j− 1

2

µmIi+ 1
2 ,j,m

dydt+

∫ tn+1

tn

∫ y
j+1

2

y
j− 1

2

ϵθβ̃xĨi+ 1
2 ,j,m

dydt

, F 1
i+ 1

2 ,j,m
+ F 2

i+ 1
2 ,j,m

,

Fi− 1
2 ,j,m

=

∫ tn+1

tn

∫ y
j+1

2

y
j− 1

2

µmIi− 1
2 ,j,m

dydt+

∫ tn+1

tn

∫ y
j+1

2

y
j− 1

2

ϵθβ̃xĨi− 1
2 ,j,m

dydt

, F 1
i− 1

2 ,j,m
+ F 2

i− 1
2 ,j,m

,

Gi,j+ 1
2 ,m

=

∫ tn+1

tn

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

ξmIi,j+ 1
2 ,m

dxdt+

∫ tn+1

tn

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

ϵθβ̃y Ĩi,j+ 1
2 ,m

dxdt

, G1
i,j+ 1

2 ,m
+G2

i,j+ 1
2 ,m

,

Gi,j− 1
2 ,m

=

∫ tn+1

tn

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

ξmIi,j− 1
2 ,m

dxdt+

∫ tn+1

tn

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

ϵθβ̃y Ĩi,j− 1
2 ,m

dxdt

, G1
i,j− 1

2 ,m
+G2

i,j− 1
2 ,m

,

Sn+1
i,j,m = −

(
σt
ϵ

)n+1

i,j

In+1
i,j,m +

(
σt
ϵ

− ϵσs

)n+1

i,j

1

2π
ac(Tn+1

i,j )4 +

(
ϵσs
2π

)n+1

i,j

c(Er)
n+1
i,j

− 1

2π
(σt)

n+1
i,j β⃗a

i,j ·
[
(F⃗r)

n+1
i,j −

(
4

3
− θ

)
ϵ(Er)

n+1
i,j

⃗̃vi,j

]
+

3

2π

(
4

3
− θ

)
(σt)

n+1
i,j (Er)

n+1
i,j Ω⃗ · ⃗̃vi,j ,

(4.16)

其中 β⃗ = (βx, βy), β⃗
a
i,j = (β⃗n+1

i,j + β⃗h
i,j)/2, 则 ⃗̃vi,j = v⃗hi,j , 使得 (4.2) 中的总动量和总能量守恒. 边界通

量 F 2
i± 1

2 ,j,m
和 G2

i,j± 1
2 ,m
中的 Ĩ 取显式值, 流体速度 ⃗̃v 取迎风方向值. 为了使 (4.15) 完全可解, 还需要

确定 (4.16) 中 F 1
i± 1

2 ,j,m
和 G1

i,j± 1
2 ,m
中的 I 值, 以及隐式源项 Sn+1

i,j,m 中的宏观量 T、Er 和 F⃗r 在 tn+1

上的值.

4.2.2 网格边界上辐射强度 III 的计算

对 UGKS 方法中的网格边界辐射强度 I, 可利用在网格边界上辐射输运方程的积分解来确定. 正

如前面所述, 记 ϕ = acT 4, 在以 x⃗s = (xi− 1
2
, yj) 为中心的网格边界上, 求解如下的辐射输运方程:

ϵ

c
∂tIm + µm∂xIm + ϵ∂x(θβ̃xĨm) =

(
σt
ϵ

− ϵσs

)
ϕ̃

2π
+ ϵσs

cẼr

2π
− σt

ϵ
Im + S̄m,

S̄m = − 1

2π
σtβ⃗

a ·
[
F⃗r −

(
4

3
− θ

)
ϵĒr

⃗̃v

]
+

3

2π

(
4

3
− θ

)
σtĒrΩ⃗ · ⃗̃v,

Im(x, yj , t) |t=tn = Im,0(x, yj).

(4.17)

需要指出的是, (4.17) 中的初始辐射强度 Im,0 及 ϕ̃、Ẽr 和 F⃗r 将在接下来的部分中确定.

求解方程 (4.17), 得到积分解为

Im(t, xi−1/2, yj , µm, ξm)
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=

∫ t

tn

c

ϵ
e
−σ

i− 1
2
,j
(t−s)

(S̄m − ϵ∂x(θβ̃xĨm))ds

+ e−σi−1/2,j(t−tn)Im,0

(
xi−1/2 −

cµm

ϵ
(t− tn)

)
+

∫ t

tn

c

ϵ
e
−σ

i− 1
2
,j
(t−s)

((
σt
ϵ

− ϵσs

)
ϕ̃

2π
+ ϵσs

cẼr

2π

)(
s, xi−1/2 −

cµm

ϵ
(t− s)

)
ds, (4.18)

其中 σ = cσt/ϵ
2,而 σi−1/2,j 是函数 σ 在相应网格边界上的取值.更进一步,为了保持格式的渐近性质,

S̄m 中的 Ēr、⃗̃v 和 β⃗a 的取值应与 F 2
i− 1

2 ,j,m
的计算相容, 即

Ēr =

∫
ĨdΩ⃗ =

M∑
m=1

Ĩmωm, ⃗̃v = v⃗h 和 β⃗a =
1

2
(v⃗h + v⃗n+1).

导数项 ϵ∂x(θβ̃xĨm) 由下式给出:

ϵ∂x(θβ̃xĨm) =
2ϵθ((β̃xĨm) |(i,j) − (β̃xĨm) |(i−1,j))

∆xi +∆xi−1
.

为了完全确定 (4.18) 中网格边界上的辐射强度 I 的值, 其中的初始值 Im,0 由下面的分片重构多

项式给出:

Im,0(x, yj) =

Ini−1,j,m + δxI
n
i−1,j,m(x− xi−1,j), 若 x < xi−1/2,j ,

Ini,j,m + δxI
n
i,j(x− xi,j), 若 x > xi−1/2,j ,

(4.19)

x- 方向上网格 (i, j) 和 (i− 1, j) 中的重构梯度分别为 δxI
n
i,j 和 δxI

n
i−1,j,m. 同样地, 为了去除可能出现

的数值振荡, (4.19) 中使用了二阶 MUSCL 限制器 (参见文献 [37]).

对宏观量 ϕ̃ 和 Ẽr 关于时间和空间变量进行隐式重构, 例如, 对 ϕ̃, 其重构的形式为

ϕ̃(x, yj , t) = ϕn+1
i−1/2,j + δtϕ

n+1
i−1/2,j(t− tn+1) +

δxϕ
n+1,L
i−1/2,j(x− xi−1/2,j), 若 x < xi−1/2,j ,

δxϕ
n+1,R
i−1/2,j(x− xi−1/2,j), 若 x > xi−1/2,j ,

(4.20)

其中时间导数 δtϕ
n+1
i−1/2,j = (ϕn+1

i−1/2,j − ϕni−1/2,j)/∆t, 空间导数为

δxϕ
n+1,L
i−1/2,j =

ϕn+1
i−1/2,j − ϕn+1

i−1,j

∆xi−1/2
, δxϕ

n+1,R
i−1/2,j =

ϕn+1
i,j − ϕn+1

i−1/2,j

∆xi/2
.

Ẽr 的重构可类似处理.

最后, 给出方程 (4.18) 中 S̄m 项的处理. 为了保持格式的渐近性质, 这一项的计算应与 (4.16) 中

F 2
i± 1

2 ,j,m
和 G2

i,j± 1
2 ,m
的计算相容, 其中网格边界 ⃗̃v 的取值由迎风方向确定. 例如, 对左边界, 有

F 2
i−1/2,j,m =

θvhx,i−1,jI
n
m,i−1,j , 若 0.5(vx,i−1,j + vx,i,j) 6 0,

θvhx,i,jI
n
m,i,j , 若 0.5(vx,i−1,j + vx,i,j) > 0

(4.21)

和

S̄m,i−1/2,j = − 1

2π
β⃗a · σn+1

t

[
F⃗n+1
r −

(
4

3
− θ

)
ϵEn

r
⃗̃v

] ∣∣∣∣
i−1/2,j
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+


3

2π

(
4

3
− θ

)
σn+1
t En

r Ω⃗ · ⃗̃v
∣∣∣∣
i−1,j

, 若 0.5(vx,i−1,j + vx,i,j) 6 0,

3

2π

(
4

3
− θ

)
σn+1
t En

r Ω⃗ · ⃗̃v
∣∣∣∣
i,j

, 若 0.5(vx,i−1,j + vx,i,j) > 0,

(4.22)

其中的上标 n和 n+1为对应的时间步, S̄m,i−1/2,j 中的第一项为网格 (i− 1, j)和 (i, j)上相应时间步

的几何平均值,第二项由 n-时间步的值给出并与 F 2
i−1/2,j,m 的计算相容.到此为止,完成了网格边界上

的辐射强度 I 的构造.但是 (4.16)中的宏观量 ϕn+1
i−1/2,j、ϕ

n+1
i−1,j、ϕ

n+1
i,j 和 (Er)

n+1
i−1/2,j、(Er)

n+1
i−1,j、(Er)

n+1
i,j

将通过下面的宏观辅助方程的计算给出.

4.2.3 宏观辅助方程的计算

为了得到网格边界通量中的宏观量, 首先对方程 (4.1) 关于角度积分, 可得

∂t(ρv⃗) = −1

c

{
− σt

ϵ
F⃗r +

(
4

3
− θ

)
σtErv⃗

}
,

∂t(ρE) = −1

ϵ

{(
σt
ϵ

− ϵσs

)
(acT 4 − cEr)− σtβ⃗ ·

[
F⃗r −

(
4

3
− θ

)
ϵErv⃗

]}
,

ϵ
∂Er

∂t
+ ⟨Ω⃗ · ∇I⟩+ ϵ∇ · ⟨θβ⃗I⟩ =

(
σt
ϵ

− ϵσs

)
(acT 4 − cEr)− σtβ⃗ ·

[
F⃗r −

(
4

3
− θ

)
ϵErv⃗

]
,

ϵ

c2
∂F⃗r

∂t
+

1

c
⟨Ω⃗⊗ Ω⃗ · ∇I⟩+ ϵ

c
∇ · ⟨θβ⃗ ⊗ Ω⃗I⟩ = −σt

cϵ
F⃗r +

1

c

(
4

3
− θ

)
σtErv⃗,

(4.23)

其中的角度积分项定义为

⟨Ω⃗ · ∇I⟩ :=
∫

Ω⃗∇IdΩ⃗, ⟨Ω⃗⊗ Ω⃗ · ∇I⟩ :=
∫

Ω⃗⊗ Ω⃗∇IdΩ⃗,

⟨θβ⃗I⟩ :=
∫
θβ⃗IdΩ⃗, ⟨θβ⃗ ⊗ Ω⃗I⟩ :=

∫
θβ⃗ ⊗ Ω⃗IdΩ⃗.

对方程 (4.23) 利用有限体积方法进行离散, 可得到如下的格式:

ρn+1
i,j v⃗n+1

i,j = ρn+1
i,j v⃗hi,j −

∆t

c

{
−
σn+1
t,i,j

ϵ
(F⃗r)

n+1
i,j +

(
4

3
− θ

)
σn+1
t,i,j (Er)

n+1
i,j v⃗hi,j

}
,

ρn+1
i,j En+1

i,j = ρn+1
i,j Eh

i,j −
∆t

ϵ

{(
σn+1
t,i,j

ϵ
− ϵσn+1

s,i,j

)
(ac(Tn+1

i,j )4 − c(Er)
n+1
i,j )

−σn+1
t,i,j β⃗

a
i,j ·

[
(F⃗r)

n+1
i,j −

(
4

3
− θ

)
ϵ(Er)

n+1
i,j v⃗hi,j

]}
,

ϵ(Er)
n+1
i,j +

∆t

∆xi∆yj
(Φn+1

i+ 1
2 ,j

− Φn+1
i− 1

2 ,j
) +

∆t

∆xi∆yj
(Ψn+1

i,j+ 1
2

−Ψn+1
i,j− 1

2

)

= ϵ(Er)
n
i,j +∆t

{(
σn+1
t,i,j

ϵ
− ϵσn+1

s,i,j

)
(ac(Tn+1

i,j )4 − c(Er)
n+1
i,j )

−σn+1
t,i,j β⃗

a
i,j ·

[
(F⃗r)

n+1
i,j −

(
4

3
− θ

)
ϵ(Er)

n+1
i,j v⃗hi,j

]}
,

ϵ

c2
(F⃗r)

n+1
i,j +

∆t

∆xi∆yj
(⃗̄Φn+1

i+ 1
2 ,j

− ⃗̄Φn+1
i− 1

2 ,j
) +

∆t

∆xi∆yj
(⃗̄Ψn+1

i,j+ 1
2

− ⃗̄Ψn+1
i,j− 1

2

)

=
ϵ

c2
(F⃗r)

n
i,j +∆t

{
−
σn+1
t,i,j

cϵ
(F⃗r)

n+1
i,j +

1

c

(
4

3
− θ

)
σn+1
t,i,j (Er)

n+1
i,j v⃗hi,j

}
,

(4.24)
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其中 β⃗a
i,j = (β⃗n+1

i,j + β⃗h
i,j)/2.

与上面的 UGKS 方法一样, (4.24) 中的数值通量是通过对 (4.16) 中的 F 和 G 进行角度积分而得

到的, 即

Φn+1
i+ 1

2 ,j
=

M∑
m=1

Fi+ 1
2 ,j,m

ωm =
M∑

m=1

(F 1
i+ 1

2 ,j,m
+ F 2

i+ 1
2 ,j,m

)ωm,

Φn+1
i− 1

2 ,j
=

M∑
m=1

Fi− 1
2 ,j,m

ωm =
M∑

m=1

(F 1
i− 1

2 ,j,m
+ F 2

i− 1
2 ,j,m

)ωm,

Ψn+1
i,j+ 1

2

=
M∑

m=1

Gi,j+ 1
2 ,m

ωm =
M∑

m=1

(G1
i,j+ 1

2 ,m
+G2

i,j+ 1
2 ,m

)ωm,

Ψn+1
i,j− 1

2

=
M∑

m=1

Gi,j− 1
2 ,m

ωm =
M∑

m=1

(G1
i,j− 1

2 ,m
+G2

i,j− 1
2 ,m

)ωm,

⃗̄Φn+1
i+ 1

2 ,j
=

1

c

M∑
m=1

Ω⃗mFi+ 1
2 ,j,m

ωm =
1

c

M∑
m=1

Ω⃗m(F 1
i+ 1

2 ,j,m
+ F 2

i+ 1
2 ,j,m

)ωm,

⃗̄Φn+1
i− 1

2 ,j
=

1

c

M∑
m=1

Ω⃗mFi− 1
2 ,j,m

ωm =
1

c

M∑
m=1

Ω⃗m(F 1
i− 1

2 ,j,m
+ F 2

i− 1
2 ,j,m

)ωm,

⃗̄Ψn+1
i,j+ 1

2

=
1

c

M∑
m=1

Ω⃗mGi,j+ 1
2 ,m

ωm =
1

c

M∑
m=1

Ω⃗m(G1
i,j+ 1

2 ,m
+G2

i,j+ 1
2 ,m

)ωm,

⃗̄Ψn+1
i,j− 1

2

=
1

c

M∑
m=1

Ω⃗mGi,j− 1
2 ,m

ωm =
1

c

M∑
m=1

Ω⃗m(G1
i,j− 1

2 ,m
+G2

i,j− 1
2 ,m

)ωm.

(4.25)

因此, 基于 (4.25)中的宏观边界数值通量, 方程 (4.24)是关于宏观量 v⃗n+1
i,j 、T

n+1
i,j 、(Er)

n+1
i,j 和 (F⃗r)

n+1
i,j

的一个封闭的非线性代数方程组, 其中的参数 σn+1
t,i,j 和 σn+1

s,i,j 隐式地依赖于物质温度 Tn+1
i,j . 这个方程

可由迭代法进行求解.

4.2.4 输运部分解的更新

在迭代求解方程 (4.24) 得到宏观量 Tn+1
i,j 、(Er)

n+1
i,j 和 (F⃗r)

n+1
i,j 后, 就可得到输运方程网格边界上

的通量. 例如, (4.24) 中的 ϕn+1
i− 1

2 ,j
为

ϕn+1
i,j−1/2 =

ϕn+1
i,j + ϕn+1

i,j−1

2
.

而 (4.20) 中的左、右导数分别为

δxϕ
n+1,L
i−1/2,j =

ϕn+1
i−1/2,j − ϕn+1

i−1,j

∆xi−1/2
, δxϕ

n+1,R
i,j−1/2 =

ϕn+1
i,j − ϕn+1

i−1/2,j

∆xi/2
.

对 (4.20) 中的时间导数 δtϕ
n+1
i−1/2,j , 有

δtϕ
n+1
i−1/2,j =

ϕn+1
i−1/2,j − ϕni−1/2,j

∆t
.

同样地, (4.18) 中 Ẽr 也可采用类似方法来重构.
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利用 (4.24) 得到的宏观量, 可得 (4.16) 中的源项 Sn+1
i,j,m 及数值通量 Fi± 1

2 ,j,m
和 Gi,j± 1

2 ,m
. 因此,

可通过下面的公式更新 (4.15) 中的辐射强度:

Ŝn+1
i,j,m ,

(
σt
ϵ

− ϵσs

)n+1

i,j

1

2π
ac(Tn+1

i,j )4 +

(
ϵσs
2π

)n+1

i,j

c(Er)
n+1
i,j

− 1

2π
(σt)

n+1
i,j β⃗a

i,j ·
[
(F⃗r)

n+1
i,j −

(
4

3
− θ

)
ϵ(Er)

n+1
i,j

⃗̃vi,j

]
+

3

2π

(
4

3
− θ

)
(σt)

n+1
i,j (Er)

n+1
i,j Ω⃗ · ⃗̃vi,j ,

In+1
i,j =

ϵ
c∆tI

n
i,j +

F
i− 1

2
,j,m

−F
i+1

2
,j,m

∆xi∆yj
+

G
i,j− 1

2
,m

−G
i,j+1

2
,m

∆xi∆yj
+ Ŝn+1

i,j,m

ϵ
c∆t + (σt

c )
n+1
i,j

.

(4.26)

这完成了辐射强度的更新.

利用更新后的辐射强度 In+1
i,j,m, 可更新方程 (4.15) 中的动量方程和能量方程, 从而得到流体速度

v⃗n+1
i,j 和物质温度 T̂n+1

i,j :

v⃗n+1
i,j =

ρn+1
i,j v⃗hi,j − ∆t

c

∑M
m=1 Ω⃗m(Ŝn+1

i,j,m + (σt

c )
n+1
i,j In+1

i,j,m)ωm

ρn+1
i,j

,

Ên+1
i,j =

ρn+1
i,j Eh

i,j − ∆t
ϵ

∑M
m=1(Ŝ

n+1
i,j,m + (σt

c )
n+1
i,j In+1

i,j,m)ωm

ρn+1
i,j

,

T̂n+1
i,j =

Ên+1
i,j − |v⃗n+1

i,j |2/2
Cv

.

(4.27)

基于 (4.26) 和 (4.27), 我们完成了辐射部分的方程组 (4.13) 的求解.

5 数值算例

本节通过几个数值算例来测试上面介绍的数值格式. 在下面的 Marshak wave-2B、Marshak wave-

2A、Tophat test和算例 4的辐射激波算例中,取长度单位为厘米 (cm),质量单位为克 (g),时间单位为

纳秒 (ns), 温度单位为千电子伏特 (keV), 能量单位为焦耳 (GJ). 在上述单位下, 光速为 29.98 cm/ns,

辐射常数 a 为 0.01372 GJ/(cm3∗keV4). 算例 5 中的参数无量纲.

在所有的算例中, 取时间步长为 ∆t = CFL · ϵ · min{∆x,∆y}
c . 对宏观辅助方程的求解采用了 Gauss-

Seidel迭代法计算.在迭代过程中,对所有的数值算例,设置非线性迭代最大为 50次,线性迭代最大为

100 次, 对迭代初始值的选取没有进行任何特殊处理. 在下面算例 1 和 2 中, 扩散极限方程的求解使

用了矩形网格上标准的五点格式.

算例 1 (Marshak wave-2B) 取吸收/发射系数为 σ = 100
T 3 cm2/g, 比热为 0.1 GJ/g/keV, 密度为

3.0 g/cm3. 初始的物质温度 T 为 10−6 keV. 计算的空间区域为 [0 cm, 1 cm]× [0 cm, 0.01 cm]. 左边界

条件为 Planck 分布为 1 keV 的各向同性的入射边界条件. 右边界为真空边界条件, 上、下边界为反射

边界条件.

我们将分别用建立的基于 SN、角度 FE 和 PPFPN 的 UGKS 对该问题进行数值模拟. 在所有的

模拟中, 取空间网格为 200 × 1, 时间步长由 CFL = 0.7 确定. 特别地, 对于 SN , 取 N = 6; 对于角度

FEM (finite element method) 的 4 个子区域 S̄2
m (m = 1, 2, 3, 4), 均进行如图 1(a) 所示的 2× 2 的均匀

网格剖分; 对于 PPFPN , 取 N = 3, σf = 0, 即此时 FPN 方法回到 PN 方法.
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图 2(a) 给出了 t = 15, 30, 45, 60, 74 ns 时所建立的 3 种计算格式得到的辐射波头的传播位置, 而

图 2(b) 给出了在 74 ns 时分别采用 3 种灰体辐射输运计算格式和平衡扩散近似方程计算的物质温度

对比. 从图 2 可以看出, 所建立的 3 种格式所得到的结果是一致的. 对这种强吸收的光性厚情形, 3 种

格式的计算结果均收敛到扩散极限方程计算的结果, 这也说明了格式的渐近保持性.

算例 2 (Marshak wave-2A) 与上面算例 Marshak wave-2B基本相同,只是这里取 σ = 10
T 3 cm2/g.

在本算例中, 同样用所建立的 3 种格式进行数值模拟, 空间网格、时间步长和角度离散也均与上面算

例相同.

图 3(a) 是当 t = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0 ns 时计算得到的辐射波头的传播位置, 图 3(b) 给出了 1.0 ns

时 3 种辐射输运格式得到的物质温度的计算结果, 且同样作为对比, 也列出了平衡扩散近似方程计算

的结果.从图 3可以明显看出, 3种格式的计算结果基本相同,但对这种吸收系数不是很强的光性薄情

形, 3 种格式的计算结果与扩散极限方程计算有显著的不同. 这也是与此种情形的物理特性相符的.

(a) (b)

图 1 角度有限元: 角度区域 S̄2
m (m = 1,2,3,4) 的网格剖分. (a) 角度方向的 2× 2 离散网格剖分图; (b) 角度

方向的 4× 6 离散网格剖分图
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图 2 (网络版彩图) 算例 1: (a) 辐射温度 Tr 的数值结果; (b) t = 74 ns 时物质温度 T 的数值结果以及扩散极

限方程的解
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图 3 (网络版彩图) 算例 2: (a) 辐射温度 Tr 的数值结果; (b) t = 1 ns 时物质温度 T 的数值结果和扩散极限方

程的解

算例 3 (Tophat test [5]) 这是一个二维平面坐标系上的算例. 计算区域为 [0, 7]× [−2, 2], 其中稠

密的光性厚介质具有密度 10 g/cm3,不透明度系数为 σ =2,000 cm−1,位于如下的区域: (3, 4)× (−1, 1),

(0, 2.5) × (−2,−0.5), (0, 2.5) × (0.5, 2), (4.5, 7) × (−2,−0.5), (4.5, 7) × (0.5, 2), (2.5, 4.5) × (−2,−1.5),

(2.5, 4.5) × (1.5, 2.0). 其余的管形区域中, 填充密度为 0.01 g/cm3 的光性薄介质, 其不透明度系数为

σ = 0.2 cm−1. 物质的比热容系数为 0.1 GJ/g/keV.初始时刻,各区域中物质的温度为 0.05 keV,并且辐

射温度与物质温度达到平衡. 一个具有固定温度 0.5 keV 的辐射热源位于区域左边界 −0.5 < y < 0.5

上,其余边界为出流边界. 在 5个点 (x = 0.25, y = 0)、(x = 2.75, y = 0)、(x = 3.5, y = 1.25)、(x = 4.25,

y = 0) 和 (x = 6.75, y = 0) 设置了观测点, 记录光性薄介质区中辐射温度与物质温度随时间的变化过

程. 图 4和 5给出物质温度与辐射温度分别在网格 128× 64和 256× 128下的等值线图. 与文献 [5]中

的计算结果相比, UGKS 方法计算得到的光性薄与光性厚界面更锐利一些. 图 6 给出 5 个观测点上物

质温度与辐射温度随时间变化的过程. 特别地, 对第 5 个观测点, 由于出流边界条件, 温度首先下降,

但随着辐射源的传播而上升. 这与文献 [5] 中观察到的现象一致.

算例 4 (辐射激波解) 此算例利用多尺度辐射流体力学的渐近保持 UGKS模拟两个辐射激波问

题, 问题的描述参见文献 [42, 43]. 对这两个辐射激波问题, 考虑单原子气体, 绝热指数 γ = 5/3, 比热

容系数 cv = 0.14472799784454 JK keV−1 g−1 (1 JK = 109 J), 总吸收系数 σt =577.35 cm−1, 散射系数

σs = 0. 对 Mach 1.2 和 Mach 3 的波前和波后状态分别见表 1 和 2. 初始条件是左半区域用波前值,

而右半区域用波后值. CFL 条件数为 0.6, 两个算例都分别采用 500 和 1,000 个计算网格, 直到计算到

稳态解. 对强激波情形, 物质温度在波后达到最大值, 这个极值点称为 Zel’dovich 尖. 利用 ThinkPad

X250 笔记本电脑 (Intel Core i7-5600U, 8 GB RAM) 对下面两个辐射激波问题进行模拟.

算例 5 (线源问题 [44]) 考虑辐射温度与物质温度相同的情形, 此时方程 (2.1) 退化为如下的线

性辐射输运方程:

ϵ2

c
∂tI + ϵΩ · ∇I = σ

(
1

4π
ρ− I

)
. (5.1)

在该算例中,取 σ = 1, ϵ = 1, c = 1,计算的空间区域为 [−1.5, 1.5]× [−1.5, 1.5]. 所有的边界条件均为真

空边界条件, 初始条件为 I(x, y,Ω, 0) = 1
4π (

1
2πβ2 e

− R2

2θ2 ), 其中 β = 0.03, R =
√
x2 + y2.

824



中国科学 : 数学 第 51 卷 第 6 期

2

0

1

3

4

4 5 621 3

−1

x

y

2

0

1

3

4

4 5 621 3

−1

x

y

2

0

1

3

4

4 5 621 3

−1

x

y

2

0

1

3

4

4 5 621 3

−1

x

y

(b)

(c) (d)

(a)

图 4 算例 3: 物质温度与辐射温度在 8 ns 时刻的等值线图, 温度的单位为 0.5 keV. (a) 和 (c) 分别为计算网格

128× 64 下的物质温度和辐射温度; (b) 和 (d) 分别为计算网格 256× 128 下的物质温度和辐射温度. 对物质温

度, 从 0.11 到 0.99 均匀取 17 条等值线; 而对辐射温度, 从 0.13 到 0.93 同样取 17 条等值线
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图 5 算例 3: 物质温度与辐射温度在 94 ns 时刻的等值线图, 温度的单位是 0.5 keV. (a) 和 (c) 分别为计算网

格 128× 64 下的物质温度和辐射温度; (b) 和 (d) 分别为计算网格 256× 128 下的物质温度和辐射温度. 对物质

温度, 从 0.11 到 0.99 均匀取 17 条等值线; 而对辐射温度, 从 0.12 到 0.92 同样取 17 条等值线
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图 6 (网络版彩图) 算例 3: 5 个观测点上物质温度与辐射温度随时间变化图

本算例用以考察所建立的角度有限元离散和 PPFPN 角度离散在消除 SN 方法的射线效应方面

的作用. 在所有的计算中, 空间网格都取为 300 × 300, 时间步长由 CFL = 0.4 确定. 对于角度有限

元离散, 对 4 个角度子区域 S̄2
m (m = 1, 2, 3, 4) 都进行如图 1(b) 所示的 4 × 6 的均匀网格剖分. 整

个角度区域总的角度自由度为 140; 对于 PPFPN 角度离散, 取 N = 11, 过滤函数使用球谐样条函数

fSSpline(λ) =
1

1+λ4 , 参数取为 σf = 80. 图 7 列出辐射能量 ρ 的计算结果, 以及计算结果沿非负的 x 轴

和直线 y = x 的截图. 为对比, 图中也列出了文献 [44] 中的解析解以及用 S16 和 P11 模拟的结果.

由图 7 可知, S16 解出现了严重的射线效应, 与其角度自由度相当的 FEM(4× 6) 解极大地减弱了

射线效应, 但对这种强的角度依赖性的问题, FE 解的射线效应仍然存在. 另外, P11 解振荡得很厉害,

且还使得 ρ 出现负值. 而利用格式 PPFP11 计算得到的结果基本上没有振荡, 且是保正的. 这说明了

该格式起到了很好的抑制振荡和保正的作用. 另外, 从图中注意到 P11 解和 PPFP11 解并不是完全旋

转不变的. 这可能受到了空间和时间离散以及依赖于轴的角度限制器的影响.

表 1 Mach 1.2 辐射激波问题的初始条件

参数 波前状态 波后状态 单位

ρ 1.00000000E+00 1.29731782E+00 g cm−3

u 1.52172533E−01 1.17297805E−01 cm sh−1

T 1.00000000E−01 1.19475741E−01 keV

Er 1.37201720E−06 2.79562228E−06 JK cm−3

表 2 Mach 3 辐射激波问题的初始条件

参数 波前状态 波后状态 单位

ρ 1.00000000E+00 3.00185103E+00 g cm−3

u 3.80431331E−01 1.26732249E−01 cm sh−1

T 1.00000000E−01 3.66260705E−01 keV

Er 1.37201720E−06 2.46899872E−04 JK cm−3
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图 7 (网络版彩图) 算例 5: t = 1 时刻 ρ 的数值结果
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情形 1 (Mach 1.2 激波) 对 Mach 1.2 的弱辐射激波, 数值计算结果见图 8. 能观察到流体激波没

有明显的 Zel’dovich 尖 [43]. 从数值结果中可以看出, 由于流体激波的存在, 流体温度不连续, 但温度

值由波前和波后的值界定. 这与文献 [42,43] 中的结果一致. 该算例的总计算时间为 61 min, 共计算了
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图 8 (网络版彩图) 算例 4 中的情形 1: Mach 1.2 辐射激波的计算结果. (a) 辐射温度与物质温度在粗细网格上

的对比图; (b) 物质温度在粗细网格上的对比图; (c) 辐射温度在粗细网格上的对比图; (d) 物质密度在粗细网格上

的对比图; (e) 流体速度在粗细网格上的对比图
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5,000 个时间步达到稳态解.

情形 2 (Mach 3 激波) 对 Mach 3 的强辐射激波, 数值计算结果见图 9. 从图中看出, 可同时观察

到流体激波和 Zel’dovich尖. 对流体激波,流体密度和流体温度不连续.随着流体激波处流体温度的升
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图 9 (网络版彩图) 算例 4 中的情形 2: Mach 3 的辐射激波的计算结果. (a) 辐射温度与物质温度在粗细网格上

的对比图; (b) 物质温度在粗细网格上的对比图; (c) 辐射温度在粗细网格上的对比图; (d) 物质密度在粗细网格上

的对比图; (e) 流体速度在粗细网格上的对比图
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高, 出现 Zel’dovich 尖, 导致在激波下游附近有一个松弛区域. 经过这个松弛区, 辐射温度和物质温度

达到平衡. 这与文献 [42, 43] 中的结果一致. 该算例的总计算时间为 237 min, 共计算了 104 个时间步

达到稳态解.

6 结论

本文简要地介绍了近几年在辐射输运方程渐近保持 UGKS 研究方面的进展. 从简单但具有坚实

物理意义的灰体辐射输运方程出发, 详细介绍了 UGKS的构造过程, 并给出格式渐近保持性质的形式

证明. 此外, 为减弱或去除离散纵标方法中的射线效应问题, 结合角度有限元和球谐函数展开方法, 并

利用灰体辐射输运方程中的渐近保持的 UGKS 的通量构造方法, 设计了新的渐近保持格式. 最后, 把

所设计的渐近保持 UGKS 推广应用到更为复杂的辐射输运方程组 (包括辐射流体力学方程组) 中, 建

立了相应的渐近保持/保正格式. 数值算例的结果表明了该类格式在光性厚介质区能够很好地计算出

相应的扩散极限方程的解, 在光性薄介质区给出自由输运方程的解, 而在过渡区实现自然过渡. 未来

将结合多介质流体力学方法, 发展辐射流体力学的多介质渐近保持数值计算格式, 以及粒子与波相结

合的 UGKS 方法, 解决惯性约束聚变等工程应用中的问题.

致谢 感谢审稿人对本文提出的建议和意见.
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Unified gas kinetic schemes for the radiation transfer equations

Song Jiang, Kun Xu, Wenjun Sun & Xiaojing Xu

Abstract The equations of radiation transfer have played an important role in the fields such as astrophysics and
inertial confinement fusion. For practical radiative transfer problems, the properties of the background material
greatly influence the behavior of radiation transfer. For a low opacity material (small opacity coefficient), the
interaction between the radiation and material is weak, and the radiation propagates in a transparent way.
However, for a high opacity material (large opacity coefficient), there is severe interaction between radiation and
material with a diminishing photon mean free path. As a result, the diffusive radiative behavior will emerge. It
is an active topic now in the numerical solution of radiation transfer equations to construct a numerical scheme
which can not only obtain the transport behavior but also capture the diffusion behavior. In this paper, we mainly
review the recent progress in the extension of the unified gas kinetic scheme (UGKS) to radiative transfer problems.
Based on the example of the grey radiation transfer equations, we give the details of the construction of the UGKS
and the asymptotic analysis. At the same time, combining the UGKS with the finite element and sphere harmonic
expansion methods for the angular variable, we describe some techniques on how to reduce/eleminate the ray
effect which is an inherent shortcoming in the discrete ordinate method. Furthermore, we extend this asymptotic
preserving UGKS to the equations of radiation hydrodynamics. Finally, numerical examples are presented to
show the asymptotic and positive preserving properties of the proposed schemes.

Keywords radiation transfer equations, asymptotic preserving, positive preserving, unified gas kinetic

scheme, equations of radiation hydrodynamics
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